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Statistikl

Punktmodelle 2: Zusammenhange

Sebastian Sauer

Statistikl — Punktmodelle 2: Zusammenhange



Einstieg




Lernziele

e Sie konnen die Begriffe Kovarianz und Korrelation definieren und ihren Zusammenhang
erlautern.

e Sie konnen die Starke einer Korrelation einschatzen.

Einstieg



Zusammenfassen zum
Zusammenhang




Von einer zu zwei Spalten

Bisher haben wir eine Spalte (einen Vektor) zu einer einzelnen Zahl zusammengefasst —

einem “Punkt”.

Jetzt fassen wir zwei Spalten zusammen, wieder zu einer Zahl.

Es geht um die Frage: Wie hangen zwei (metrische) Variablen zusammen?

Zusammenfassen zum Zusammenhang
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Beispiel: wheels und total_pr
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Zusammenfassen zum Zusammenhang
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Abweichungsrechtecke
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Beispiel: Noten und Lernzeit

Anton, Bert, Carl und Daniel haben ihre Statistikklausur
zuruckbekommen. Die Lernzeit X scheint mit der erreichten
Punktzahl Y (0-100) zusammenzuhangen.

id y(Punkte) x(Lernzeit)

1 72 70
2 44 40
3 39 35
4 50 67

Abweichungsrechtecke
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Definition: Abweichungsrechteck

(i) Definition: Abweichungsrechteck

Im zweidimensionalen Fall spannt sich ein Abweichungsrechteck vom Mittelwert x bis
zum Messwert x; und genauso fur Y. Mitdz; = x; — x (analog dy; ) ist die Flache des
Abweichungsrechtecks das Produkt der Abweichungen: dz; - dy; .
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Abweichungsrechtecke
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Vom Rechteck zur Summe

Legt man alle Abweichungsrechtecke zusammen, ergibt sich
ein “Summenrechteck”. Je grolber seine Flache, desto starker
der (lineare) Zusammenhang.

Das Vorzeichen der Summe zeigt an, ob der Zusammenhang
positiv (gleichsinnig) oder negativ (gegensinnig) ist.
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Abweichungsrechtecke
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Definition: Kovarianz

@ Definition: Kovarianz

Die Kovarianz ist definiert als die Flache des mittleren Abweichungsrechtecks. Sie ist ein Malf} fur Starke und Richtung des
linearen Zusammenhangs zweier metrischer Variablen.
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Lernzeit

FUr die Noten und Lernzeit der vier Studierenden betragt die Kovarianz 162.

Abweichungsrechtecke
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Formel der Kovarianz

cov(x,y) - Z r, — %)y, —y) = lzn:alazz - dy;

In Worten:

1. Abweichung jedes x; vom Mittelwert  berechnen: dz;.
2. Abweichung jedes y; vom Mittelwert y berechnen: dy; .
3. Fur alle 7 die Abweichungsrechtecke dx; - dy; bilden.
4. Flachen der Abweichungsrechtecke addieren.

5. Durch die Anzahl der Beobachtungen n teilen.

Abweichungsrechtecke




Positive und negative Kovarianz

Positive Kovarianz (Beispiele): Grolke & Gewicht, Lernzeit &
Klausurerfolg, Distanz zum Ziel & Reisezeit, Temperatur &
Eisverkauf.

Negative Kovarianz (Beispiele): Lernzeit & Freizeit, Alter &
Restlebenszeit, Temperatur & Schneemenge,
Lebenszufriedenheit & Depressivitat.

Abweichungsrechtecke
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Extremwerte der Kovarianz
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Abweichungsrechtecke
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Wann ist die Kovarianz Null?

Bei einer Kovarianz von (ungefahr) Null ist die Summe der Abweichungsrechtecke pro
Quadrant (ungefahr) gleich groR.

Y} (dX-dY)=0
& MW (dX -dY) =0
& cov(X,Y)=0

Abweichungsrechtecke
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Die Kovarianz ist schwer zu
Interpretieren

e Sie hangt von der Skalierung ab: Rechnet man z. B. Einkommen von Euro in Cent um,
steigt die Kovarianz um den Faktor 100.

e Der Zusammenhang zwischen z. B. Einkommen und Lebenszufriedenheit sollte aber
unabhangig von der MaReinheit sein.

e Sie hat keinen Maximalwert, der einen perfekten Zusammenhang anzeigt.

Fazit: Die Kovarianz ist schwer zu interpretieren und wird in der Praxis wenig verwendet.

Abweichungsrechtecke




Korrelation
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Korrelation als mittleres z-Produkt

Der Korrelationskoeffizient » nach Karl Pearson (1896) lost das Problem der schweren
Interpretierbarkeit der Kovarianz.

Wertebereich: —1 (perfekte negative Korrelation) bis +1 (perfekte positive Korrelation).
r = 0 bedeutet kein linearer Zusammenhang.

So wird r berechnet;:

1. Alle z; durch ihre Standardabweichung s, teilen.
2. Alle y; durchihre Standardabweichung s, teilen.

3. Mit diesen (z-transformierten) Werten die Kovarianz berechnen.

Korrelation
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Definition: Korrelationskoeffizient r
(i) Definition: Korrelationskoeffizient r
Der Korrelationskoeffizient » (nach Pearson) ist definiert als das mittlere Produkt der z-
Wert-Paare (vgl. Cohen et al., 2003). Er misst den linearen Zusammenhang zweier

metrischer Variablen; Wertebereich [—1; 1], wobei 0 keinen linearen Zusammenhang
anzeigt und |r| = 1 perfekten linearen Zusammenhang.

n
1
Pay = § :inzyi
n 4
1=1

Korrelation
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Was sagt r aus?

1. Vorzeichen: positiv > gleichsinniger Zusammenhang;
negativ > gegensinniger Zusammenhang.

2. Absolutwert: gibt die Starke des linearen Zusammenhangs
an — je naher an 1, desto starker.

Korrelation ist (wie die Kovarianz) nur fur metrische Variablen
definiert.

Korrelation
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Streudiagramme und
Korrelationskoeffizient

1 0.8 0.4 0 -0.4 -0.8 -1

Verschiedene Streudiagramme und ihr Korrelationskoeffizient (DenisBoigelot, 2011)

Untere Zeile: nicht-lineare Zusammenhange — hieristr = 0,
obwohl ein starker nicht-linearer Zusammenhang besteht.

Korrelation
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Interpretation der Starke

Grobe (!) Richtlinien nach Cohen (1988):

7|
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Korrelation
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Korrelation mit R berechnen

mariokart |>
select(total_pr, duration, n_bids) |>
correlation() |> # aus “easystats’
summary ()

Parameter n_bids duration
total_pr 0.13 -0.04
duration -0.12

Korrelation
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Korrelation ist nicht Kausation

Eine Studie fand eine starke Korrelation zwischen Schokoladenkonsum und Anzahl der
Nobelpreise eines Landes (Messerli, 2012).
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Schoki futtern macht schlau? (Messerli, 2012)

Korrelation # Kausation! Liegt Korrelation ohne Kausation vor, spricht man von
Scheinkorrelation.

Korrelation
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Scheinkorrelation: Storche und Babys

Ein Mythos besagt: Die Anzahl der Storche pro Landkreis
korreliert mit der Anzahl der Babys (vgl. Matthews, 2000).

Mogliche Erklarung: Die “Naturbelassenheit” des Landkreises
ist gemeinsame Ursache von Storchenzahl und Geburtenzahl
— eine Scheinkorrelation ohne direkte Kausalitat.

Korrelation

25/38




26 /38

Glatze macht Corona?

Manner mit Glatze bekommen haufiger einen schweren
Corona-Verlauf (Goren et al., 2020).

Alternative Erklarung: Alter wirkt sowohl auf Glatze (altere
Manner haufiger kahl) als auch auf die Schwere des Corona-
Verlaufs (altere Menschen haufiger schwerer betroffen).

Korrelation



Wie man mit Statistik
lugt
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Einschrankung der Spannweite

Schrankt man den Wertebereich (die Spannweite) einer oder
beider Variablen (nicht-randomisiert) ein, sinkt die Starke (der
Absolutwert) einer Korrelation (vgl. Cohen et al., 2003).

n <- le2

d <- tibble(x = rnorm(n
e = rnorm(n
y = X + e)

n, mean = 0, sd = 1),
n, mean = 0, sd = .5),

d_filtered <- d |> filter(between(x, -0.5, 0.5))

Wie man mit Statistik ligt
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Wie man mit Statistik ligt
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Fallbeispiel
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Verkaufspreis im Mariokart-Datensatz

In lhrer Arbeit beim Online-Auktionshaus analysieren Sie,
welche Variablen mit dem Verkaufspreis von Computerspielen
zusammenhangen.

mariokart %>%
dplyr::select(duration, n_bids, start_pr, ship_pr,
total_pr, seller_rate, wheels) %>%
cor() %>%
round(2)

Fallbeispiel
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Namensverwechslung: select

Sind mehrere Pakete geladen, die je eine Funktion select
enthalten, verwendet R die Funktion aus dem zuletzt
geladenen Paket — das kann zu verwirrenden
Fehlermeldungen fuhren.

Abhilfe: Paket explizit angeben, z. B. dplyr::select(...).

Fallbeispiel



Korrelationstabelle (tidy)

mariokart %>%
dplyr::select(duration, n_bids, start_pr, ship_pr,
total_pr, seller_rate, wheels) |>
correlation() |>
summary ()

33/38

Parameter wheels seller_rate total_pr ship_pr start_pr n_bids
duration -0.30** -0.15 -0.04 0.27* 0.13 -0.12
n_bids -0.08 -0.11 0.13 0.03 -0.63***

total_pr 0.33** 0.01

Sternchen zeigen die statistische Signifikanz der Korrelation an — ein Thema, das wir hier

ignorieren.

Fallbeispiel
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Einzelne Korrelation & fehlende Werte

Einen einzelnen Korrelationskoeffizienten erhalt man z. B. mit:

mariokart %>% summarise(korrelation = cor(total_pr, wheels))

Bei fehlenden Werten muss cor ausdrucklich dazu ermutigt
werden, trotzdem zu rechnen:

mariokart %>%
summarise(cor_super_wichtig = cor(total_pr, wheels,
use = "complete.obs"))

Fallbeispiel
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Korrelationen als Heatmap
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Zusammenfassung

e Abweichungsrechteck: Flache dx; - dy; vom Mittelwert bis zum Messwert

e Kovarianz: mittleres Abweichungsrechteck — misst Starke & Richtung des linearen
Zusammenhangs, aber schwer interpretierbar (skalenabhangig)

e Korrelation r: standardisierte Kovarianz (mittleres z-Produkt), Wertebereich [—1; 1]
e Vorzeichen zeigt Richtung, Absolutwert zeigt Starke des (linearen) Zusammenhangs
e Korrelation # Kausation — Vorsicht vor Scheinkorrelationen

e Einschrankung der Spannweite kann Korrelationen kunstlich abschwachen
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Literaturhinweise

e Kaplan (2009) — unorthodoxe, geometrische
Herangehensweise an Korrelation und Regression

e Poldrack (2023) — modernes, frei online verfugbares
Statistikbuch

e Cohen et al. (2003) — Klassiker, etwas hoheren Anspruchs

e Pearl & Mackenzie (2018) — Scheinkorrelation vs. “echte”
Korrelation, mit Wissenschaftsgeschichte
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