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Thema 1: Was
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Was ist Infe-
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Deskriptiv- vs. Inferenzstatistik

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Deskriptivstatistik Inferenzstatistik

Prof. Sauer

Was ist Infe-
renzstatistik?

Deskriptivstastistik fasst Stichprobenmerkmale zu Kennzahlen
(Statistiken) zusammen.

Inferenzstatistik schlieBt von Statistiken auf Parameter (Kenn-
zahlen von Grundgesamtheiten).

' SchlieBen Sie die Augen und zeichnen Sie obiges Diagramm!
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Wozu ist die Inferenstatistik gut?

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-

=Hd Inferenz

Prof. Sauer
Inferenz bedeutet logisches SchlieBen; auf Basis von vorliegenden
W ist | f — . . . .
e Wissen wird neues Wissen generiert.

Inferenstatistik

Inferenzstatistik ist ein Verfahren, das mathematische Modelle
(oft aus der Stochastik) verwendet, um von einer bestimmten
Datenlage, die eine Stichprobe einer Grundgesamtheit darstellt,
allgemeine Schliisse zu ziehen.

% Heute Nacht vor dem Schlafen wiederholen Sie die Definition.
Uben Sie jetzt schon mal.

5/64



Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Prof. Sauer

Was ist Infe-
renzstatistik?

Deskriptiv- und Inferenzstatistik gehen Hand in

Hand

Fir jede Statistik (Kennzahl von Stichprobendaten) kann man
die Methoden der Inferenzstatistik verwenden, z.B.:

Kennwert | Stichprobe | Grundgesamtheit
Mittelwert | X I
Streuung sd o
Anteil p T
Korrelation | r p
Regression | b 153

Fur Statistiken (Stichprobe) verwendet man lateinische
Buchstaben; fiir Parameter (Population) verwendet man
griechische Buchstaben.

' Geben Sie die griechischen Buchstaben fiir typische

Statistiken an!
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Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Prof. Sauer

Was ist Infe-
renzstatistik?

Schatzen von Parametern einer Grundgesamtheit

sondern will auf eine Grundgesamtheit verallgemeinern.

Leider sind die Parameter einer Grundgesamtheit zumeist
unbekannt, daher muss man sich mit Schitzungen begniigen.

Schatzwerte werden mit einem ,,Dach” tiber dem Kennwert
gekennzeichnet, z.B.

Meist begniigt man sich nicht mit Aussagen fiir eine Stichprobe,

Kennwert | Stichprobe | Grundgesamtheit | Schatzwert
Mittelwert | X 7 i
Streuung sd o o)
Anteil p T T
Korrelation | r p D
Regression | b I} 15}
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Beispiel fiir eine inferenzstatistische Fragestellung

Thema 1: Was

s s Sie testen zwei Varianten lhres Webshops (V1 und V2), die sich
tistik?
im Farbschema unterscheiden und ansonsten identisch sind: Hat
das Farbschema einen Einfluss auf den Umsatz?

Prof. Sauer

Was ist Infe-
renzstatistik?

m Dazu vergleichen §ie den mittleren Umsatz pro Tag von V1
vs. V2, Xy1 und Xyo.

m Die Mittelwerte unterscheiden sich etwas, Xy1 > Xy2

m Sind diese Unterschiede ,zufallig" oder ,substanziell“? Gilt
also juy1 > pyp oder gilt pyy < pryo?

m Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit? Pr(pvy > py2)?

W Predictive Maintenance ist ein Anwendungsfeld
inferenzstatistischer Modellierung. Lesen Sie dazu S. 3 dieses
Berichts!

Loft mit Pr oder p abgekiirzt, fiir probability
8/64


https://www.rolandberger.com/publications/publication_pdf/roland_berger_vdma_predictive_maintenance_d_1.pdf
https://www.rolandberger.com/publications/publication_pdf/roland_berger_vdma_predictive_maintenance_d_1.pdf

Was heiBt ,,zufallig”?

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Definition

Prof. Sauer

o e (s Unter einem zufélligen Ereignis (random) verstehen wir ein
Bl Ereignis, das nicht (komplett) vorherzusehen ist, wie etwa die
Augenzahl Ihres nachsten Wiirfelwurfs. Zuféllig bedeutet nicht
(zwangslaufig), dass das Ereignisse keine Ursachen besitzt. So
gehorchen die Bewegungen eines Wiirfels den Gesetzen der
Physik, nur sind uns diese oder die genauen Randbedingungen
nicht (ausreichend) bekannt.

% Welche physikalischen Randbedingungen wirken wohl auf
einen Miinzwurf ein?
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Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Regression und
Inferenz

Regression und Inferenz




Fur jede Fragestellung einen anderen Test

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik? _..Die Auswahi statis:

her Tests und MaRe

Prof. Sauer

Regression und

Inferenz
% {4:5:
-

Quelle
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https://md.psych.bio.uni-goettingen.de/mv/entscheidungsbaum.pdf

Oder man nimmt einfach immer die Regression

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Pro

Regression und
Inferenz

Quelle
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https://lindeloev.github.io/tests-as-linear/

Gangige statistische Tests sind Spezialfalle der
Regression

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Regression

Prof. Sauer

[Wixocon Test | [ Korrelation | [ varianzanalyse | [ chi-Quadrat-Test |

Regression und

Inferenz m t-Test: Unterscheiden sich zwei Gruppen in ihren
(metrischen) Mittelwerten?

m Wilcoxon-Test: Unterscheiden sich zwei Verteilungen?

m Korrelastionstest: Korrelieren zwei Merkmale?

m Varianzanalye: Unterscheiden sich die (metrischen)
Mittelwerte in zwei oder mehr Gruppen?

m \2-Test: Hangen zwei nominale Merkmale zusammen?

Diese (und mehr) Fragestellungen kénnen mit der Regression
beantwortet werden.
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To rule 'em all

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Regression und
Inferenz
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https://imgflip.com/i/5m9qrp

Was war noch mal die Regression?

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

m Mit der Regression kann man Zielvariablen in Abhangigkeit

von Pradiktorvariablen vorherzusagen.
Prof.
m Dabei erlaubt die Regression die Quantifizierung der

Ungewissheit der Vorhersagen.

Regression und
Inferenz

Forecasting the election from the economy Data and linear fit

&
o i /
& 1956 .
s 988 y=463+31x
a 2012 . -
2 960 2000 .
£E® oo e d

® ®

@ 1980 1952 g

Lo . . . . .
% Erlautern Sie die Grundidee der Regression!
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https://avehtari.github.io/ROS-Examples/ElectionsEconomy/hibbs.html

Beispiele zur Quantifizierung von Ungewissheit

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-

tistik? Morgen regnet’'s < Morgen wird es hier mehr als 0 mm
Frof. Sauer Niederschlag geben (p = 97%).
m Methode A ist besser als Methode B < Mit einer Wahr-
et scheinlichkeit von 57% ist der Mittelwert fir Methode A
e hoéher als fur Methode B.
m Die Maschine fallt demnachst aus < Mit einer Wahrschein-
lichkeit von 97% wird die Maschine in den nachsten 1-3
Tagen ausfallen, laut unserem Modell.

m Die Investition lohnt sich < Die Invesition hat einen Erwar-
tungswert von 42 Euro; mit 90% Wahrscheinlichkeit wird
der Gewinn zwischen -10000 und 100 Euro.

L1 . . . .
2 Geben Sie weitere Beispiele an!
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Die Regressionsgleichung

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-

L=t In voller Pracht:

Prof. Sauer

y =00+ fix+e

Regression und
Inferenz

m y: Zielvariable? (vorherzusagen)

m o Achsenabschnitt

m [31: Regressionsgewicht (Steigung der Regressionsgeraden)

m e: ,Fehler"; Ungenauigkeit des Modells, oft mit o
quantifiziert

% Geben Sie ein Beispiel an, das die Teile der
Regressionsgleichung aufgreift.

2Abhingige Variabe, Kriterium
17/64



Datenbeispiel

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-

ey data(mtcars)
Prof. Sauer library(rstanarm)
lml <- stan_glm(mpg ~ hp, data = mtcars)

Regression und

Inferenz prlnt (lml)

Median MAD_SD
(Intercept) 30.0 1.7
hp -0.1 0.0

Auxiliary parameter(s):
Median MAD_SD
sigma 3.9 0.5
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Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Regression und
Inferenz

Visualisierung zum Datenbeispiel

hp

Rot markiert: Die Punktschatzugn von mpg fiir hp=200.

' Geben Sie ein vergleichbares Beispiel an!
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Der Punktschatzer beriicksichtigt nicht die

Ungewissheit des Models

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-

tistik? Mindestens zwei Arten von Ungewissheit miissen wir in unseren
Prof. Sauer Vorhersagen beriicksichtigen:

m zur Lage der Regressionsgeraden (5o, /1)
Regression und m zu Einflissen, die unser Modell nicht kennt (e, o)

Inferenz

Ungewissheit in g, 81 Ungewissheit durch € (o)

mpg

mpg
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Vorhersage-Intervall: berlicksichtigt Ungewissheit in

/807 [317 €

Thema 1: Was .. . . . .
EAEMIA  Das Vorhersage-Intervall beriicksichtigt Ungewissheit in Sy, 51, €

tistik? . A
bei der Vorhersage von y;.

Prof. Sauer

" 30 ° o
Regression und

Inferenz

20

mpg

10

100 200 300
hp

W Interpretieren Sie den Ungewissheitskorridor!
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Wozu man die Regression benutzt

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Prof. Sauer m Vorhersagen (Wie stehen die Aktien morgen? Wann wird
die Maschine ausfallen?)

m Zusammenhdnge untersuchen (Wie stark ist der Zusammen-
Regression und - s ‘ .
[Tt hang, der ,statistische Effekt’ von Lernzeit und
Klausurerfolg?)

m Adjustieren (Was ist der Einfluss von Lernzeit von Klausu-
rerfolg, wenn man die Motivation konstant halt?)

m Kausalinferenz (Wie groB ist der kausale Einfluss von Lern-
zeit auf den Klausurerfolg?)

L) . . . .
2 Geben Sie weitere Beispiele an!
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In Experimenten kann man die Ergebnisse kausal
interpretieren

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Regression with binary treatment Regression with continuous treatment

Prof. Sauer

Regression und
Inferenz

* Estimanied treatment
. effect per unit of x is
slope of fitted line: 2.7

Outcome measurement
Outcome measurement
0

Estimated treatment effect is
slope of ftted line: 5.8

Control Treatment 1 2 3 4 5
Treatment level

In einem gut gemachten Experiment geben die Koeffizienten der
Regression den kausalen Effekt wider.

' Begriinden Sie obige Aussage!
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Kausalmodell eines einfachen Experiments

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-

tistik? y Symptome

Prof. Sauer

Regression und
Inferenz

e Sonstige ] i

Statistiken in (gut gemachten) Experimenten kénnen kausal
interpretiert werden: Der statistische Zusammenhang von
Impfung auf Symptome entspricht dem kausalen Effekt.
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Beobachtungsstudien konnen nicht ohne Weiteres

kausal interpretiert werden

UEEERES  Manner aufgepasst: Glatze macht Corona?!

ist Inferenzsta-
d-connected

tistik?
/ d-separated
‘ Corona-Symptome: ‘

adjusted

.

Regression und
Inferenz

unadjusted

adjusted

Laut diesem Modell gibt es keinen kausalen Zusammenhang von
Glatze zu Corona. Der statistische Zusammenhang ist ein
Scheinzusammenhang (nichtkausal).

ol . . . . . .. .
%2 Finden Sie ein weiteres Beispiel fiir einen

Scheinzusammenhang!
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https://www.webmd.com/lung/news/20200615/male-baldness-may-increase-severe-covid-19-risk

Die lineare Regression ist erstaunlich flexibel

Thema 1: Was

ist Inferenzsta- Z B

tistik?

Prof. Sauer

m Nichtlineare Zusammenhange

m Interaktionen

Regression und
Inferenz

Nonlinear treatment effect

S
« - Example of an interaction
5 s
g
5 s
g q 58
59 go
8 H
3 S o
E 249
g =
o 5
gs 23
5 Z0
e} E
8
. s
g
1 2 3 4 5 o 2 4 6 8 10 12
Treatment level Home radon exposure (pCill)

ot Lo -
2 Nennen Sie je ein Beispiel!
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Beispiel fiir nichtlineare Modelle: Die
Log-Y-Regression

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Die Log-Y-Regression ist geeignet, um exponenzielles Wachstum
darzustellen.

Prof. Sauer

Regression und

Inferenz /Og(_y) — )?

mit X = By + P1 - x

Exponentiert man beide Seite, so erhilt man:
y = X — gPotbix

e ist die Eulersche Zahl: 2.71. ..
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Beispiele fiir exponentielle Zusammenhange

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Prof. Sauer

m Eine Bakterienmenge verdoppelt sich jeden Tag

m Pro Jahr erzielt eine Kapitalanlage 10% Zinsen

m Wahrend einer bestimmten Periode verdoppelten sich die
Coronafille alle 10 Tage

m Die Menge der Vitamine in einem Lebensmittel verringert
sich pro Zeiteinheit um den Faktor k

Regression und
Inferenz

Generell bieten sich es an, zur Modellierung von Wachstumspro-
zessen auf exponenzielles Zusammenhange - und damit auf
Log-Y-Regression - zuriickzugreifen.

28 /64



So sieht exponenzielles Wachstum aus

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Prof. Sauer

Regression und
Inferenz

m Steigt X um 1 Einheit, so steigt Y um einen konstanten
Faktor: exponentielles Wachstum.
m Beispiel: Verdopplung: 1,2, 4, ..., nach 10 Schritten:
210 = 1024, nach 20 Schritten: 220 ~ 10°.
m Exponenzielles Wachstum wachst am Anfang (scheinbar)
langsam, spater sehr schnell. Die Geschwindigkeit wird

leicht unterschatzt.
29 /64



Haufig sind Gruppen nicht direkt vergleichbar

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

m Beispiel: Die Heilungsraten in der Experimentalgruppe
waren hoher als in der Kontrollgruppe. Allerdings waren die
Personen der Experimentalgrupe auch gesiinder (als die
Personen der Kontrollgruppe). Um den Kausaleffekt der

Regression und Behandlung zu schatzen, miissen solche vorab bestehenden

Inferenz Unterschiede zwischen den Gruppen beriicksichtigt

(adjustiert) werden; mit der Regression ist dies moglich.

Prof. Sauer

Continuous pre-treatment predictor and binary treatment

Outcome measurement
20 30 40 50 60 70

" Controls

Pre-treatment predictor
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Keine vorschnelle Kausalinterpretation

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

m Kausalinterpretationen statistischer Ergebnisse (z.B.
Mittelwertsdifferenz von Behandlungs- vs. Kontrollgruppe)
ist nur moglich, wenn

Prof. Sauer

Remsstem i m die Studie gut kontrolliert und randomisiert ist (und die

Inferenz Stichprobe groB ist) oder

m bestehende Unterschiede nicht randomisiert, aber
kontrolliert wurden oder

m diese gemessen und in der Regressionsanalyse beriicksichtigt
wurden

Ansonsten muss auf eine Kausalinterpretation verzichtet werden.

Allerdings ist es moglich, Art und Starke von Zusammenhéngen
zu schatzen.
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Wias ist ein (statistisches) Modell?

Thema 1: Was

ist '-lif;riekngsta» m Ein Modell ist ein vereinfachtes Abbild der Wirklichkeit, z.B.
' in Form einer Landkarte, eines Modellauto oder einer
Gleichung (Sauer 2019).
m Greift relevante Aspekte der Wirklichkeit heraus (und
HEEESEI U vernachlassigt andere).

Inferenz

Prof. Sauer

m Die Regression eignet sich gut zum Modellieren von
statistischen Sachverhalten.

gestaltet

vereinfacht

Gegenstandsbereich Modell

32/64



Beispiel fiir ein statistisches Modell

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Prof. Sauer

R i d
inferdnz E=po+p1-L+e

wobei E fiir Erfolg in der Klausur steht, L fir die Lernzeit und €

fur den ,,Fehler" des Modells, sprich sonstige EinflussgroBen, die
im Modell nicht berlicksichtigt werden.
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Vorsicht bei Extrapolation von Trends

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Prof. Sauer MY HO%Y: EXTRA%LA‘” NG

PG YOU CAN SEE, BY LATE
NEXT MONTH YOU'LL HAVE
OVER FoUR DOZEN HUSBANDS,
) BEMRGETA
BULK RATE ON
WEDDING CAKE.

Regression und
Inferenz

Quelle
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https://imgs.xkcd.com/comics/extrapolating.png

Der Golem von Prag

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Der Golem von Prag, eine vom
Menschen geschaffene Kreatur
gewaltiger Kraft, die Befehle
wortlich ausfiihrt.

Bei kluger Fiihrung kann ein
Golem Niitzliches vollbringen.
Bei uniiberlegter Verwendung
wird er jedoch groBen Schaden
anrichten.

Prof. Sauer

Regression und
Inferenz
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https://de.wikipedia.org/wiki/Golem

Wissenschaftliche Modelle sind wie Golems

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Prof. Sauer

Modell

_ m Besteht aus Lehm m Besteht aus tehmSilikon
et m Belebt durch ,Wahrheit" m Belebt durch Wahrheit (?)
m Maéchtig m Manchmal machtig
m dumm m simpler als die Realitat
m Fiihrt Befehle wortlich aus m Fiihrt Befehle wortlich aus
m Missbrauch leicht moglich m Missbrauch leicht méglich
m Marchen m Nicht einmal falsch

Wir bauen Golems.
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Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Klassische vs

Klassische
vs. Bayes-
Inferenz

. Bayes-Inferenz




Klassische Inferenz: Frequentismus

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Prof. Sauer

Die Beriicksichtigung von Vorwissen zum Sachgegenstand
wird vom Frequentismus als subjektiv zuriickgewiesen.

m Nur die Daten selber fliesen in die Ergebnisse ein

m Wahrscheinlichkeit wird tber relative Haufigkeiten definiert.

Klassische m Es ist nicht moglich, die Wahrscheinlichkeit einer

g Hypothese anzugeben.

m Stattdessen wird angegeben, wie haufig eine vergleichbare
Datenlage zu erwarten ist, wenn die Hypothese gilt und der
Versuch sehr haufig wiederholt ist.

m Ein GroBteil der Forschung (in den Sozialwissenschaften)
verwendet diesen Ansatz.
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Bayesianische Inferenz

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Prof. Sauer

m Vorwissen (Priori-Wissen) flieBt explizit in die Analyse ein
(zusammen mit den Daten).

m Wenn das Vorwissen gut ist, wird die Vorhersage genauer,
ansonsten ungenauer.

s m Die Wahl des Vorwissens muss explizit (kritisierbar) sein.

Inferenz m In der Bayes-Inferenz sind Wahrscheinlichkeitsaussagen fiir
Hypothesen moglich.

m Die Bayes-Inferenz erfordert mitunter viel Rechenzeit und
ist daher erst in den letzten Jahren (fiir gdngige Computer)

komfortabel geworden.
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Vergleich von Wahrscheinlichkeitsaussagen

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

m zentrale Statistik: p-Wert m zentrale Statistik:

Prof. Sauer

m ,Wie wahrscheinlich ist Posteriori-Verteilung
der Wert der Teststatistik m ,Wie wahrscheinlich ist
(oder noch extremere die Forschungshypothese,
s Werte), vorausgesetzt die jetzt nachdem wir die Da-
inferenz Nullhypothese gilt und ten kennen laut unserem
man wiederholt den Ver- Modell?*

such unendlich oft (mit
gleichen Bedingungen
aber zuféllig verschie-
den)?"

L) . . . - e .
% Recherchieren Sie eine Definition des p-Werts und lesen Sie
sie genau. 40/64



Frequentist und Bayesianer

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-

DlDTHEsUN JUST BXPLODE?

B TS NIGHT, 50 WERE NOT SURE,)
L mswmmmmmam

TN, TROLLS o DCE. IF TFEY

BOTH COMEUP SiX, ITUES O US.

OTHERWUISE,, ITTELLS THE TRUH.
LETS TRY.

YES. z
% =00
Klassische %
vs. Bayes-
Inferenz

FREQUENTIOT STITISTCIAN: _ BAYEBIAN STATISTIOAN:
mew%m
W’H’DIIWWWIS <0027, BET YOU $50
<005, T CONCUDE. T KA
THAT HES(NH"ﬁm

Tas]

Quelle
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https://xkcd.com/1132/

Beispiel zum Nutzen von Apriori-Wissen 1

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

HEIREETE m Ein Betrunkener behauptet, er kdnne hellsehen.

m Er wirft eine Miinze 10 Mal und sagt jedes Mal korrekt vor-
her, welche Seite oben landen wird.

e m Die Wahrscheinlichkeit dieses Ergebnisses ist sehr gering

vs, Bayes (2719) unter der Hypothese, dass die Miinze fair ist, dass

e Ergebnis also ,,zufallig" ist.

m Unser Vorwissen lasst uns allerdings trotzdem an der Hell-
sichtigkeit des Betrunkenen zweifeln, so dass die meisten
von uns die Hypothese von der Zufélligkeit des Ergebnisses
wohl nicht verwerfen.
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Beispiel zum Nutzen von Apriori-Wissen 2

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Rrorcate) m Eine Studie fand einen , groBen Effekt” auf das Einkommen
von Babies, eine Stunde pro Woche wahrend zwei Jahren
an einem psychosozialen Entwicklungsprogramm teilnahmen
(im Vergleich zu einer Kontrollgruppe), n = 127.

Klassische m Nach 20 Jahren war das mittlere Einkommen der Experi-
vs. Bayes-

Infereng mentalgruppe um 42% hoher (als in der Kontrollgruppe)
mit einem Konfidenzintervall von [+2%,+98%)].

m Allerdings lasst uns unser Vorwissen vermuten, dass so ein
Treatment das Einkommen nach 20 Jahren kaum verdop-
peln lasst. Wir wiirden den Effekt lieber in einem
konservativeren Intervall schatzen (enger um Null).
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Regression in R, der schnelle Weg zum Gliick

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Prof. Saue Bayesianische Inferenz in der Regression3:

library(rstanarm)
1ml <- stan_glm(y ~ x, data = meine_daten)
Klassische

vs. Bayes-
Inferenz

Klassische Inferenz in der Regression:

Iml <- Im(y ~ x, data = meine_daten)

¥ Fiihren Sie den Code an echten Daten aus!

3Vergessen Sie nicht, das Paket rstanarm zu installieren
44/ 64



Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Ungewissheit
quantifizieren

Ungewissheit quantifizieren




Was ist Wahrscheinlichkeit?

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-

tistik? Die Wahrscheinlichkeit p quantifiziert Ungewissheit im Hinblick
HEIREETE auf eine Aussage bzw. ein Ereignis A, gegeben eines Hintergrund-
wissen H. p = 0 heiBt, wir halten die Aussage (das Ereignis) fir
falsch (unméglich); p = 1 heiBt, wir halten die Aussage (das Er-
eignis) fiir wahr (sicher). 0 < p < 1 heiBt, wir sind (mehr oder
weniger) unsicher bzgl. der Aussage bzw. ob das Ereignis zutrifft.

Kopf werfen mit einer fairen Miinze) = 1/2.

Ungewissheit

quantifizieren

= p(

m p(eine 6 wiirfeln mit einer fairen Wiirfel) = 1/6.
m p(Entweder ist heute Montag oder nicht) = 1.
= p(

Berlin ist die Hauptstadt von Frankreich) = 0.

ot . ..
&% Weitere Beispiele?
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Zufallsexperiment

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-

m Als Zufallsexperiment bezeichnen wir einen Vorgang, bei
ety dem wir wissen, was alles passieren konnte, aber nicht si-

Frof Sauer cher sind, was genau passiert.

m Die Menge der moglichen Ergebnisse nennt man Grundraum
(Ergebnisraum) Q. Beim Wirfelwurf: Q = {1,2,3,4,5,6}

m Jede Teilmenge A C Q nennt man ein Ereignis. Beim Wiir-
felwurf: z.B. A= {2,4,6}, eine gerade Zahl werfen.

m Ein Ereignis, das genau ein Element enthalt, heiBt Elemen-

o tarereigns.

m Ein Ereignis, das alle Elementarereignisse aus €2 enthalt, die
nicht zum Ereignis A gehoren, nennt man das Komplemen-
tarereignis (Komplement) A€ (auch: A, —A). Beim
Wiirfelwurf: Das Komplement von A = {2,4,6} ist
A€ = {1,3,5}, die ungeraden Zahlen.

LM . . . . .
% Beschreiben Sie ein weiteres Zufallsexperiment!
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Additionsregel

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens eines der beiden sich
ausschlieBenden Ereignissen A und B der Fall ist, ist durch die
Additionsregel gegeben:

Pr(A oder B) = Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B)

Beispiel: Wahrscheinlichkeit mit einem , fairen* Wirfelwurf X
Uiganiliet eine 1 oder 2 zu werfen:

quantifizieren
Pr(X = 1UX =2) = Pr(X = 1)+Pr(X =2) = 1/6+1/6 = 1/3
W Was ist Pr(X < 4), Pr(1 < X < 6)?
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Unabhangigkeit zweier Ereignisse

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-

tistik? Zwei Ereignisse sind (stochastisch) unabhingig, wenn Kenntnis
Prof. Sauer des einen uns keine Information gibt, ob das andere der Fall ist.
Ansonsten nennt man die beiden Ereignisse (stochastisch)
abhangig oder zusammenhangend.

Angenommen wir werfen zwei faire Miinzen. Wir wissen, die
erste Miinze zeigt Kopf. Dieses Wissen gibt uns keine weitere
Information, welche Seite bei der zweiten Miinze oben liegt.

Ungewissheit

quantifizieren

Auf der anderen Seite sind Aktienkurs haufig voneinander
abhangig. WeiB man, dass eine Aktie gestiegen ist, so ist es
(haufig) wahrscheinlich, dass die andere auch gestiegen ist.

Achtung: Stochastische (Un)abhangigkeit impliziert nicht
kausale (Un)abhangigkeit.
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Beispiele fiir abhangige und unabhangige Ereignisse

Aund B

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Unabhangig

m Minzwurf 1 (A) und
Miinzwurf 2 (B), jeweils
fair

m Meine Stimmung (A) und
ob das heutige Datum eine
Primzahl ist (B)

m Zwei Passanten getrennt
zu ihrer Meinung zu einem
politischen Thema
befragen

m Die KorpergroBe zweier
zufallig gezogener Personen
(A und B)

Prof. Sauer

Ungewissheit

quantifizieren

Abhangig

KorpergroBe zweier
Geschwister (A und B)
Lernleistung zwier
Schiileris A und B der
gleichen Klasse

PS-Zahl (A) und
Spritverbrauch (B)
Augenzahl beim
zweimaligen Wurf (A und
B) eines gezinkten Wiirfels
Geschlecht (A) und ob die
Person Papst ist (B)
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Multiplikationsregel fiir unabhangige Ereignisse

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Prof. Sauer

Seien A und B zwei unabhangige Ereignisse, dann nennt man die
gemeinsame Wahrscheinlichkeit Pr(AB), die Wahrscheinlichkeit,

dass beide Ereignisse eintreten. Sie berechnet sich als Produkt
der jeweiligen Wahrscheinlichkeiten von A und B:

Pr(A und B) = Pr(AB) = Pr(AN B) = Pr(A) - Pr(B)
Ungewissheit

quantifizieren

Wirft man zwei faire Miinzen?, so ist die Wahrscheinlichkeit,
dass beide Kopf zeigen:

Pr(KK) = Pr(K)- Pr(K) =1/2-1/2 = 1/4,
W Was ist Pr(ZZ)? Ist Pr(ZK) = Pr(KZ)?

“Im Folgenden immer als fair angenommen
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Beispiele fiir die Multiplikationsregel unabhangiger

Ereignisse

Thema 1: Was . . . . . .
ist Inferenzsta- Zwei Mal hintereinander eine 6 werfen (fairer Wiirfel):

e Pr(6,6) = Pr(6) - Pr(6) = 1/6-1/6 = 1/36.

m Beim Lotto wird erst die Zahl 42 und dann die Zahl 1
gezogen: Pr(42,1) =1/49-1/48 ~ 4.3 x 10~*.

m Bei der Klausur alle 10 Richtig-Falsch-Fragen richtig zu
raten: Pr(10r) = 1/21° ~ 0.001 ~ 1/1000 .

m Wenn man in der Disko 10 Personen anspricht,

Ungewissheit Korb-Wahrscheinlichkeit p(K) = 9/10 betragt, wie hoch ist
die Wahrscheinlichkeit nicht alleine nach hause zugehen?
Pr(=0) =1 —0.91% ~ 0.65132.

m Ei Forscheri fiihrt 10 statistische Tests durch, jeweils mit
10% Gefahr, dass ein falsch-positives Ergebnis zustande
kommt. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens
1 falsch-positives Ergebnis? Pr(-=0FP) = 1 — 0.91° ~ 0.65
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Miinzen werfen als Baum: Anzahl Kopf nach 2
Wiirfen

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Ereignis

Pr

1/2%1/2=1/4

1/4 + 1/4=1/2

1/2%1/2=1/4

® 0K
12 12 1K
K z
1/2 12 12 12
‘KK=2K‘ ‘KZ=1K| IZK=1K| |ZZ=0k‘

Ungewissheit
quantifizieren

' Zeichnen Sie den Baum und berechnen Sie die
Wabhrscheinlichkeiten fiir eine gezinkte Miinze mit P(K) = 2/3.
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Miinzen werfen als Baum: Anzahl Kopf nach 3
Wiirfen

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

112 12 112 12

1 172 1/
o] [eea] [om] [@ew] [xex] [peow] [mow] [mzew]

fiieial _Ereignis | Pr
0K 12%1/2%1/2=1/8
1K 1/8 +1/8 +1/8 =3/8
2K 3*1/8=3/8
3K 1/2*%1/2%1/2=1/8
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Wahrscheinlichkeit ist abhangig vom

Hintergrundwissen (H)

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-

tistik? Pr(A|H): Die Wahrscheinlichkeit von A, gegeben H.
Prof. Sauer

m A: ,Sokrates ist sterblich.”; H: , Alle Menschen sind
sterblich und Sokrates ist ein Mensch." = Pr(A|H) = 1.
m A: ,Die Miinze zeigt Kopf"; H: ,Wir haben keinen Grund
anzunehmen, dass eine der beiden Seiten haufiger oben
liegt oder das sonst etwas passiert. = Pr(A|H) =1/2.
Uil m A: ,Schorsch, das rosa Einhort, mag Bier."; H: ,,50% der
rosa Einhorner mogen Bier" — Pr(A|H) =1/2.

quantifizieren

m Die Wahrscheinlichkeit eine 6 zu wiirfeln (A), gegeben dem
Hintergrundwissen (H), dass der Wiirfel ,fair" ist, d.h. wir
kein Wissen haben, dass eine Augenzahl haufiger auftritt,
ist 1/6.
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Hintergrundwissen ist subjektiv

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-

tistik? Ich habe gerade einen Stift in meiner Hosentasche (links oder
Pl S rechts). Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Stift in
meiner linken Tasche ist (und nicht in der rechten)?

Bezogen auf /hr Hintergrundwissen gilt:
Pr(A="Stift links"|H="kein besonderes Wissen zu der Frage") =
1/2.

Ungewissheit Bezogen auf mein Hintergrundwissen gilt:
uantifizieren
) Pr(A="Stift links"|H="Der Stift ist links") = 1.

Briggs (2016)

"% Geben Sie ein weiteres Beispiel fiir die Subjektivitat von
Hintergrundwissen an! Formalisieren Sie es wie oben gezeigt.
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Bedingte Wahrscheinlichkeit

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-

tistik? Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit:
Prof. Sauer

m die Klausur zu bestehen, wenn man gelernt hat?

m von schlechter Laune, gegeben es ist Montag?

m schwer an Corona zu erkranken, unter der Bedingung, man
ist geimpft?

Pr(A|H) ist die Wahrscheinlichkeit, dass A eintritt, gegeben bzw.
nEonisshely unter der Bedingung, dass H eingetreten ist.

quantifizieren

Formel der bedingten Wahrscheinlichkeit:

Pr(BN 1)

Pr(BIN = =p 05

57 /64



Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Prof. Sauer

Ungewissheit

quantifizieren

Kontingenztabelle zur Berechnung von

Wahrscheinlichkeiten

Beispiel aus den Klausurergebnissen bei Prof. SiiB:

. bestanden (B) | nicht (—B) | SUMME
hat gelernt (1) 36 6 42
nicht (—I) 12 24 36
SUMME 48 30 78

Randwahrscheinlichkeit:

Pr(B) =48/78 = 0.61 Pr(/) =42/78 ~ 0.54

Bedingte Wahrscheinlichkeit:

Pr(B|l) = 36/42 ~ 342 ~ 0.86 Pr(/|B) = 36/48 = 0.75
Gemeinsame Wahrscheinlichkeit:

Pr(BN1)= Pr(INnB)= Pr(Bl) = Pr(IB) =36/78 ~ 0.46
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Visualierung von gemeinsamer und bedingter
Wabhrscheinlichkeit

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Pr(A)=50%| o

Ungewissheit
quantifizieren

Pr(AB) = Pr(A) - Pr(B) = 50% - 50% = 25%
Pr(A|B) = Pr(A, B)/Pr(B) = 25%/50% = 50%

59 /64



Visualierung von (un)abhangigen Ereignissen

MEVEMIG  Andert sich die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, wenn man
tistik? es auf ein anderes bedingt, so sind beide Ereignisse abhéngig,
ansonsten unabhangig.
Abhéngig Unabhangig
P(A|B) # Pr(A) # Pr(A|-=B)  P(A|B) = Pr(A) = Pr(A|-B)

0.75

count

0.50

count

Ungewissheit
quantifizieren 025

0.00

Nicht Prim Prim
Pclass Age_prime
Survived . 0 . 1 Survived . 0 . 1
Uberleben auf der Titanic ist Uberleben auf der Titanic ist
abhangig von der Passagierklasse. unabhangig vom Ereignis Alter ist

eine Primzahl. 6064



Beispiel zur Visualisierung zweier abhangiger

Ereignisse

Thema 1: Was

GUEERE)  Sind die Ereignisse Tod durch Covid bzw. Impfquote (A) und
' Land® (B) voneinander abhingig?

Ja, da in beiden Diagrammen gilt:
P(A|B) # Pr(A) # Pr(A|-B).

Anteil komplett geimpfter Personen Corona-Tote pro Million
2021-09-23

2021-09-23

ccinated_per_hundred

Ungewissheit

quantifizieren

people_fully_va

Daten von Our World in Data

Hannah Ritchie und Roser (2020)

®hier mit den zwei Auspragungen DEU und USA
61/64


https://ourworldindata.org/covid-deaths

Thema 1: Was

ist Inferenzsta-
tistik?

Hinweise

Hinweise

62/64



Lehrbuch und Homepage des Lehrbuchs

Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?

Dieses Skript bezieht sich auf folgende Lehrbiicher:

m Kapitel 1 aus Gelman, Hill, und Vehtari (2021), Regression
and other Stories (mit ,ROS" abgekiirzt)

m Kapitel 1 aus McElreath (2020)

m Rechenregeln sind z.B. in Cramer und Neslehova (2015)
(Kap. 3) oder ahnlichen Lehrbiichern nachzulesen.

Hinweise

Dieses Skript wurde erstellt am 2022-01-13 17:24:13.
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Thema 1: Was
ist Inferenzsta-
tistik?
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Hinweise
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